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1. (2 puntos) Comprobar que la ecuacién (z* — = + y)dr — xdy = 0 no es diferencial exacta,
hallar un factor integrante que depende sélo de una variable y resolver la ecuacion.

SOLUCION.  Sean P(z,y) = z* —z +y, Q(x,y) = —x. Se tiene
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Luego existe una factor integrante que depende sélo de x que verifica % = _72 Resolviendo

se encuentra un factor integrante pu(z) = x% Asi, 272 (2* —z+y)dzr—xdy) = 0 es diferencial
exacta. Hay que hallar una funcién U(z,y) tal que
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Entonces U(z,y) = =Y + ¢(x). Derivando esta expresion respecto de la variable z y
usando la identidad primera de las mostradas arriba, se concluye ¢'(x) = ‘”i—?’: =qz%-1

Integrando se obtiene p(z) = %3 —In|z| + K, K € R. La solucién general de la ecuacién
deiferencial es —¥ + ‘”—; —Injz| = C, y en forma explicita y = % —zln|z| — Cz con

C eR. O

2. (2 puntos) Sea la ecuacién lineal z%y” — zy’ — 3y = 0. Comprobar que y;(x) = 2° es

una solucién. Hallar una solucién linealmente independiente con y; en el intervalo (0, 00)
usando la férmula de Liouville. Escribir la expresién general de la solucién de la ecuacién
en (0,00).

SOLUCION.  Aplicando la férmula de Liouville
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De aqui 2%y — 32%y = Kx. Esto es, 3 — %y = x—fg

Resolviendo esta ecuacion lineal
obtenemos y(x) = Cz® + % con C € R, luego y2(x) = 1 es otra solucién de la ecuacién
inicial linealmente independiente con %1 (x) = 2% en (0, 00) y la solucién general es y(z) =

011'3 + CQ%, C1,Cy € R.
O

3. (2 puntos) (i) Hallar un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién y"”' —6y"+9y’ = 0.
(ii) Encontrar una solucién particular de y"” — 6y” + 9y’ = e” y dar la solucién general de
la ecuacion.

SOLUCION.  El polinomio caracteristico asociado a la ecuacién es Pe()\) = A3 —6A2+9\
y sus raices son A\; = 0 con multiplicidad m; =1 y A2 = 3 con multiplicidad my = 2. Un
sistema fundamental de soluciones es {1,e3%, ze3*}. Se puede usar el método de similitud
y ensayar una solucién de la forma y,(z) = ae®. Sustituyendo esta funcién y sus derivadas
1

en la ecuacion completa nos queda 4ae” = €*, luego a = 7.



La solucién general de la ecuacién completa es
1
y(z) = C1 + Cae” + Caze™ + Zex, C1,Cy,C3 € R.
O

. (0.8 punto) Transformar la ecuacién y' — %y = —22y? en una ecuacién lineal con un cambio
de variable adecuado.

SOLUCION.  Es una ecuacién de Bernouilli. Con el cambio z(z) = ﬁ, se obtiene
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. (i) Dado que y1(z) = sinx e yo(x) = cos z son dos soluciones y” +y = 0. Hallar la solucién
que cumple las condiciones iniciales y(5) = 1, ¥/(5) =1

SOLUCION.  La solucién general es y(x) = Cy sinz + Cs cosz, C1,Cy € R. Por tanto,
Y (z) = Crcosx — Cosinz. Con la condicién inicial y(§) = 1 se obtiene C1 = 1y con la
condicién y'(5) = 1 resulta C = —1. La solucién que cumple las condiciones iniciales es

y(z) =sinz — cosz

O
(ii) Describir el procedimiento de variacién de las constantes para la ecuacién y” +y = .

SOLUCION.  Podemos observar que y,(z) =  es una solucién particular de la ecuacién
completa. Puesto que conocemos dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion
homogéna asociada, podemos escribir la solucién general que serd de la forma y(x) =
Kisinxz + Kocosxz + x con Ki, Ko € R. El método de variacién de las constantes para
resolver la ecuacién completa consiste en ensayar soluciones del tipo y(z) = ¢1(z)sinz +
ca(z) cosx, con c1(x) y co(x) tal que sus derivadas verifican el sistema

di(x)sinx + cy(x) cosz =0
di(x)cosz — dy(z)sinx = x

De aqui,
cdi(x) =zcosz, ch(z)=—xsinx

Integrando,
ci(z) =zsinx +cosx + K1, ca(x) =xcosz —sinx + Ky, Ki, Ky €R.

Sustituyendo estas expresiones en y(z) = c1(z)sinx + ca2(x) cosz se obtiene la solucién
general. ]



